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種数9の有向閉曲面 $\Sigma$_{9} 上の向きを保つ同相写像の集合 Homeo +($\Sigma$_{g}) は,写像の
合成を積演算とすることで,自然に群とみなすことができる.なお,ここでは, f_{1},
 f2\in Homeo +($\Sigma$_{9}) に対して, f_{1}  f2\in Homeo +($\Sigma$_{g}) は, f_{1} を作用させ,その後 f2を
作用させるものとする.さらに,互いに isotopic なものを同一視してできる集合に,
Homeo+($\Sigma$_{9}) の積演算から自然に定まる積演算により群とみなしたものを $\Sigma$_{9} の写像類
群 \mathcal{M}($\Sigma$_{g}) と呼ぶ. $\Sigma$_{9} 上の単純閉曲線 c に沿って $\Sigma$_{9} を切って,境界を一回転させてま
FIGURE 1
た張り合わせる事で得られる Figure 1の様な $\Sigma$_{g} 上の同相写像が代表する \mathcal{M}($\Sigma$_{9}) の
元を c に沿った Dehn twist と呼び t_{c} と表す.Dehn [3] と Lickorish [9] により, \mathcal{M}($\Sigma$_{9})
がDehn twist により生成される事が示されている.一方,Dehn twist の積として表さ
れた写像の基本群やホモロジー群への作用は理解しやすいため,曲面上の向きを保つ
同相写像を Dehn twist の積で表す事は写像を理解する上で有用であると考えられる.
周期的写像の Dehn twist 表示は,hyperelliptic involution と可換な写像については,
石坂瑞穂氏 [5] によって完全に求められている.また,種数が4以下の場合には,[4]
において求められている.一方,種数が2の閉曲面上の有限群作用の Dehn twist 表
示が中西敏浩氏と中村豪氏 [10] により求められている.このノートでは種数3の閉曲
面上の有限群作用の Dehn twist表示について紹介する.
1. $\Sigma$_{3} 上の周期的写像の DEHN TWIST 表示について
この節では, $\Sigma$_{3} 上の周期的写像の Dehn twist 表示について述べる.
まずは,Nielsen による周期的写像の分類について述べる.曲面 $\Sigma$_{g} 上の写像 f が
周期的 (periodic) であるとは,1以上の整数 n で f^{n}=id_{$\Sigma$_{9}} なるものが存在するこ
とであり,そのような n の内,最小の数を f の周期(period) とよぶ.
いま, n を $\Sigma$_{g} 上の周期的写像 f の周期であるとする. $\Sigma$_{g} 上の点は f を n 回作用
させることによって元の位置に戻ってくる.ほとんどすべての点に対して,その作用
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曲面 $\Sigma$_{g} 上のある点 p に対して, 0<k<n なる整数 k で f^{k}(p)=p となるものが存
在してしまうのだが,この p のことを f のmultiple point とよぶ.また, M_{f} で f
のmultiple point 全体の集合を表す.
曲面 $\Sigma$_{g} の点の内, f でうつりあうものを同一視してできる空間を $\Sigma$_{g}/f であらわ
し, f の軌道空間 (orbit space) という.このとき, $\Sigma$_{g} の点 p に対して, $\Sigma$_{g}/f の点
で p の代表するもの国 を対応づける写像 $\pi$_{f} を考えると,これは n重分岐被覆となっ
ている.すなわち, $\Sigma$_{g}/f のほとんど全ての点の上で $\pi$_{f} は通常の n 重被覆であるが,
[f の multiple point] \in $\Sigma$_{g}/f において分岐している.そこで,[f の multiple point]
を f のbranch point と呼び, B_{f} (=$\pi$_{f}(M_{f})) で f のbranch point 全体の集合をあ
らわす.このとき, $\pi$_{f}|_{$\Sigma$_{g}\backslash M_{f}} : $\Sigma$_{g}\backslash M_{f} \rightarrow ($\Sigma$_{g}/f)\backslash B_{f} は通常の n 重被覆となって
いる.
この n 重被覆を記述する準同型 $\Omega$_{f} : $\pi$_{1}(($\Sigma$_{9}/f)\backslash B_{f}, x) \rightarrow \mathbb{Z}_{n} を次の通り定める.
まず, $\pi$_{f}(\tilde{x}) = x なる $\Sigma$_{9} の点 \tilde{x} を一つ決める.基本群 $\pi$_{1}(($\Sigma$_{g}/f) \backslash B_{f}, x) の元は
($\Sigma$_{9}/f)\backslash B_{f} 内の loop 1: [0, 1]\rightarrow ($\Sigma$_{9}/f)\backslash B_{f} で1 (0) =l(1) =x となるものによって
代表される.この loop 1の $\Sigma$_{g} 上への lift \tilde{l} : [0, 1]\rightarrow$\Sigma$_{g} で \tilde{l}(0) =\tilde{x} なるものを考え
ると, $\pi$_{f}(\tilde{l}(1)) =l(1) =x , つまり l(1) は \tilde{l}(0) =\tilde{x} の f による軌道上にあるので,整
数 k で f^{k}(\tilde{x})=l(1) なるものがある.そこで, $\Omega$_{f}([l]) =k\in \mathbb{Z}_{n} と定める.このとき,
\mathbb{Z}_{n} が可換群であるため $\pi$_{1}(($\Sigma$_{g}/f)\backslash B_{f}, x) の可換化すなわち H_{1}(($\Sigma$_{g}/f)\backslash B_{f}) から \mathbb{Z}_{n}
への準同型 $\omega$_{f} が $\Omega$_{f} から誘導される.
2つの $\Sigma$_{g} 上の周期的写像 f, f' に対して,同相写像9で f'=g\circ f\circ g^{-1} なるもの
が存在するとき, f と f' とが共役 (conjugate) であるという.(ちなみに,Nielsen の
論文では topologically equavalent と呼ばれている.)
周期的写像 f の branch point たち B_{f}=\{Q_{1}, Q_{2}, \cdots , Q_{b}\} について, Q_{i} を中心と
する (他の branch point を囲まない程度に) 十分小さい円周に時計回りの向きを入れ
たものを S_{Q_{2}} とする.
Theorem 1. [11] 閉曲面 $\Sigma$_{g} 上の2つの周期的写像 f, f' が共役であるための必要十
分条件は次の3条件である.
(1) f の周期 = f' の周期,
(2) B_{f} の点の個数 =B_{f'} の点の個数,
(3) B_{f'}=\{Q\'{i}, Q_{2}', \cdots , Q_{b}'\} の点の番号付けを適当にかえれば,各 i について $\omega$_{f}(S_{Q_{?}})=
$\omega$_{f'}(S_{Q_{l}'}) が成り立つ. \square 
この定理より, n=f の周期, $\theta$_{i}=$\omega$_{f}(S_{Q_{ $\iota$}}) と定めると, (n, \displaystyle \frac{$\theta$_{1}}{n}+\cdots+\frac{$\theta$_{b}}{n}) で f の
共役類が完全に記述される.この記述法は [1] で導入され,total valency と呼ばれる.
閉曲面 $\Sigma$_{3} 上の周期的写像の Dehn twist 表示を,次の通りに求めることができた.
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FIGURE 2
Theorem 2. [4] 閉曲面 $\Sigma$_{3} 上の周期的写像は,次の写像のベキと共役である.
f_{3,1}= (\displaystyle \mathrm{i}4, \frac{1}{14}+\frac{3}{7}+\frac{1}{2}) , f_{3,2}= (12, \displaystyle \frac{1}{12}+\frac{5}{12}+\frac{1}{2}) , f_{3,3}= (8, \displaystyle \frac{1}{8}+\frac{1}{8}+\frac{3}{4}) ,
f_{3,4} = (4, \displaystyle \frac{1}{2}+\frac{1}{2}) , f_{3,5} = (2, ) , f_{3,6} = (12, \displaystyle \frac{1}{12}+\frac{1}{4}+\frac{2}{3}) , f_{3,7} = (8, \displaystyle \frac{1}{8}+\frac{1}{4}+\frac{5}{8}) ,
f_{3,8}= (9, \displaystyle \frac{1}{9}+\frac{1}{3}+\frac{5}{9}) , f_{3,9}= (7, \displaystyle \frac{1}{7}+\frac{2}{7}+\frac{4}{7}) .
更に,これらの周期的写像は次のとおり Dehn twist表示される.但し, k は Figure2
における単純閉曲線 c_{k} に沿った Dehn twistを表す.
f_{3,1}=6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1, f_{3.2}=6\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1, f_{3.3}=7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1,
f_{3,4}=1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot(7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1)^{3},
f_{3,5}=1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot(7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1)^{5},
f_{3,6}=6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 8, f_{3,7}=6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 8, f_{3,8}=6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1\cdot 8,
f_{3,9}=6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1\cdot 5\cdot 4\cdot 8.
2. $\Sigma$_{3} 上の MAXIMAL な有限群作用とその DEHN TWIST 表示
有限群 G から Homeo +($\Sigma$_{g}) への単射  $\epsilon$ が存在するとき  G が $\Sigma$_{g} に作用するという.
G の生成系 \{g_{1} , . . . , g緑に対して  $\epsilon$(g_{i}) は周期的写像となっており,  $\epsilon$(g_{i}) のisotopy 類
のDehn twist による表示を, G の作用の Dehn twist 表示と呼ぶこととする.有限群 G
の $\Sigma$_{g} への作用 $\epsilon$_{1} , $\epsilon$_{2} : G\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}_{+}($\Sigma$_{g}) が同値であるとは, G の自己同型  $\omega$ と  $\Sigma$_{g} の
向きを保つ同相写像 h で,各 g\in G に対して, $\epsilon$_{2}(g)=h^{-1}$\epsilon$_{1}( $\omega$(g))h をみたす \mathrm{m} もの
が存在する事である.有限群 G の部分群 H と G の $\Sigma$_{g} への作用  $\epsilon$ :  G\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}_{+}($\Sigma$_{g})
に対して,  $\epsilon$|_{H} : H\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{o}+($\Sigma$_{g}) を  $\epsilon$ の部分群作用と呼ぶ. (G,  $\epsilon$) について,Dehn
twist 表示が求められれば,その部分群作用 (H,  $\epsilon$|_{H}) のDehn twist 表示が得られる事
から,以下では,有限群作用の包含関係のもと maximal な有限群作用について Dehn
twist 表示を求める.なお,ここでの Dehn twist 表示の検証は阿原一志氏 (明治大
学) 逆井卓也氏 (東京大学) 鈴木正明氏 (明治大学) の開発された \mathrm{T}4\mathrm{M}7 (Teruaki for
Mathematica 7)^{*}を用いて行った.
{}^{t}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}.\mathrm{m}\mathrm{s}.\mathrm{u}‐tokyo.ac.jp /\sim \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{i}/\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{G}/\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{G} html よりダウンロードできます.
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Broughton により種数3の有向閉曲面 $\Sigma$_{3} 上の有限群作用の分類がされており [2] ,
それを基に次がわかる :
Proposition 3. $\Sigma$_{3} 上の有限群作用は,次の群の作用の部分群作用である :
\mathbb{Z}_{9}, \mathbb{Z}_{14}, D_{2,12,5}, \mathbb{Z}_{2}\ltimes(\mathbb{Z}_{2}\times \mathbb{Z}_{8}) , \mathbb{Z}_{2}\times S_{4}, \mathbb{Z}_{2}\ltimes SL_{2}(3) , s_{3}\ltimes(\mathbb{Z}_{4}\times \mathbb{Z}_{4}) , PSL_{2}(7) .
$\Sigma$_{3} への他の有限群作用が,これらの有限群作用のいかなる部分群作用となっている
かについては §3で述べる.
Remark 4. 1. 一般に有限群 G について,その $\Sigma$_{g} への作用は一意ではないが,上記の
8種の群の $\Sigma$_{3} への作用は (同型なものを同一視すれば) --意である.
2. 巡回群 \mathbb{Z}_{9}, \mathbb{Z}_{14} の作用については,既に [4] でDehn twist 表示が求められている.
3
FIGURE 3. Klein の論文 [8] の図版を編集.同じ番号の辺を同一視する
と $\Sigma$_{3} になる.グレーの3角形と白の3角形を1つづつ合わせたものが
Klein 4次曲線の自己同型群の作用の基本領域である.
2.1. PSL_{2}(7) のDehn twist 表示.Hurwitz により,写像類群 \mathcal{M}($\Sigma$_{9}) の有限位数部
分群の位数は 84(g-1) 以下である事が示されている.種数 g=3 の場合は,位数が
丁度 84(3-1)=168 である \mathcal{M}($\Sigma$_{3}) の部分群の存在が知られており,それは,Klein
4次曲線 \{(x:y:z)\in \mathbb{C}P^{2}|x^{3}y+y^{3}z+z^{3}y=0\} の自己同型群であり, PSL_{2}(7)^{\uparrow} と同
型である.Figure 3において P を中心とする時計回りの1/3回転を G とし, Q を中
心とする時計回りの1/7回転を F としたとき,Klein 4次曲線の自己同型群は F と
G で生成され,その関係式は F^{7}=G^{3}=(GF)^{2}=(GFG^{-1}F^{-1})^{4}=1 となっている.
Figure 3において,同じ番号の辺を同一視し,さらに3つの基本領域をまとめて一つ
の3角形とする (例えば点 P の周りの6つの3角形を一つにまとめたものが A と書




かれた3角形) と,Figure 4が得られる.この図において, G は A を中心とする1/3
回転であり,奥田喬之氏と高村茂氏により Dehn twist 表示が求められている.一方,
FIGURE 5
F はFigure 5の左について, 1\rightarrow 2\rightarrow\cdots\rightarrow 7\rightarrow 1 とうつす.これらの辺1, . . . , 7を
Figure 4の上に描く と右の通りになる. F の total valency は (7, \displaystyle \frac{1}{7}+\frac{2}{7}+\frac{4}{7} ノ となつ
ており,Theorem 2 \#_{\llcorner}^{\vee} おける f_{3,9} に対応する.この定理で求められている Dehn twist
の積6 \cdot 5 \cdot 4 \cdot 3 \cdot 2 \cdot  1\cdot 5\cdot 4\cdot 8 は,Figure 6の左上において 1\rightarrow 2\rightarrow. . . \rightarrow 7\rightarrow  1 とう
つすように作用している.  $\Phi$ を,左上の  $\Sigma$_{3} から左下の $\Sigma$_{3} への同相写像で,同じ番号
で表される曲線を写し合うものとする.これらの曲線で $\Sigma$_{3} を切り開く と1つの円盤
になっている事から,  $\Phi$ は up to isotopy で一通りに定まる.  r_{i}= $\Phi$(c_{ $\iota$}) とすると, r_{i}






Proposition 5. Klein 4次曲線 \{ (x : y : z) \in \mathbb{C}P^{2}|x^{3}y+y^{3}z+z^{3}y = 0\} の自己同
型群は F= t_{6}ttt_{3}ttttt_{8}, G = t_{q_{1}}t_{q_{2}}t_{q_{3}}t_{q_{1}'}t_{q_{2}'}t_{q_{3}'}t_{q0} で生成され, F^{7} = G^{3} =
(GF)^{2} = (GFG^{-1}F^{-1})^{4} = 1 が関係式となっている.なお,% は Figure 6に, q_{i} , qí
は Figure 7に描かれている曲線である.
FIGURE 7
2.2. s3 \ltimes (\mathbb{Z}_{4}\times \mathbb{Z}_{4}) の Dehn twist 表示.Klein 4次曲線の自己同型群の次に位数が
大きい $\Sigma$_{3} 上の有限群作用は Fermat 4次曲線 \{(x:y:z) \in \mathbb{C}P^{2}|x^{4}+y^{4}+z^{4}=0\} の
自己同型群であり,S3 \ltimes (\mathbb{Z}_{4}\times \mathbb{Z}_{4}) と同型である.
Figure 8は,[6] のFigure 10を編集したものである.同じ番号の辺を張り合わせると
$\Sigma$_{3} となり,隣り合う2つの3角形を合わせたものが,Fermat 4次曲線の自己同型群の
基本領域である.この図における同じ番号の辺を貼り合わせ,太い線の3角形を描いた
ものが,Figure 9である. c_{0} の重心を中心とする時計回りの1/3回転を P , Figure 8の
真ん中の点を中心とする時計回りの1/8回転を Q とすると,Fermat 4次曲線の自己同




とうつす.Figure 10の左図における e\mathrm{i} , . . . , e_{8} をFigure 9の上に描く と,右図の様
になり, Q の total valency は (8, \displaystyle \frac{1}{8}+\frac{1}{4}+\frac{5}{8}) となっており,これは Theorem 2に
おける f_{3,7} に一致する. f_{3,7} = 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 8 の作用は,Figure 11の左
上の e_{i} を e_{i+1} に写すものとなっている.ここで  $\Psi$ を左上の  $\Sigma$_{3} を左下の $\Sigma$_{3} に写





Proposition 6. Fermat 4次曲線 \{ (x : y : z) \in \mathbb{C}P^{2}|x^{4}+y^{4}+z^{4} = 0\} の自己同
型群は P=t_{q_{1}}t_{q_{2}}t_{q_{3}}t_{q_{1}'}t_{q_{2}'}t_{q_{3}'}t_{q0}, Q=t_{s_{6}}t_{s}ỏ t_{s_{4}}t_{S3}t_{s_{2}}t_{s_{5}}t_{s_{4}}t_{s_{3}}t_{s_{8}} で生成され, P^{3} =Q^{8} =
(PQ)^{2}=(PQ^{4})^{3}=1 が関係式となっている.なお, s_{i} は Figure 11に q_{i}, q_{i}' はFigure
.12に描かれている曲線である.
2.3. \mathbb{Z}_{2} \ltimes  SL_{2}(3) の Dehn twist 表示. \mathbb{Z}_{2} = \langle $\sigma$|$\sigma$^{2} = 1\rangle, SL_{2}(3) = \{$\sigma$_{1}, $\sigma$_{2}|$\sigma$_{1}^{3} =
1, $\sigma$_{1}$\sigma$_{2}$\sigma$_{1}=$\sigma$_{2}$\sigma$_{1}$\sigma$_{2}\} と表したとき,ここでの \mathbb{Z}_{2} の SL_{2}(3) の作用は,  $\sigma \sigma$_{1} $\sigma$=$\sigma$_{2} で与
えられ, T=$\sigma$_{1},  S= $\sigma$ とおく と, \mathbb{Z}_{2}\ltimes SL_{2}(3)=\langle T, S|T^{3}=S^{2}=1, (TS)^{3}=(ST)^{3}\rangle
となっている.ただし,この群の作用はBroughtonの表には見当たらない.このとき,
 TS は Theorem 2における位数12の周期的写像 f_{3,6} に一致し,既に Dehn twist 表
示が求められている.この表示より求まる TS の $\Sigma$_{3} 上の作用を基に, \mathbb{Z}_{2}\ltimes SL_{2}(3) の






Proposition 7. \mathbb{Z}_{2}\ltimes SL_{2}(3) = \langle T, S|T^{3}=S^{2}= 1, (TS)^{3}= (ST)^{3}\rangle の $\Sigma$_{3} への作用
は TS=t_{\mathcal{C}\^{o}}t_{c_{5}}t_{c_{4}}t_{c_{3}}t_{c_{2}}t_{c_{8}}, S=tttttttt で生成される.なお, a, b, c_{i}, d_{0}, d_{i}' は
Figure 14に描かれている曲線である.
2.4. D_{2,12.5}, \mathbb{Z}_{2} \ltimes (\mathbb{Z}_{2}\times \mathbb{Z}_{8}) , \mathbb{Z}_{2}\times S_{4} の Dehn twist 表示.ここで,それぞれの群の
生成系と関係子を記しておく.
 D_{2,12,5}=\{x, y|x^{2}, y^{12}, xyxy^{-5}\rangle
\mathbb{Z}_{2} \ltimes (\mathbb{Z}_{2}\times \mathbb{Z}_{8})=\{x, y, z|x^{2}, y^{2}, z^{8}, yzy^{-1}z^{-1}, xyx^{-1}y^{-1}, xzx^{-1}z^{-3}y^{-1}\}
\mathbb{Z}_{2} \times S_{4}= {x, y, z|x^{2}, y^{2}, z^{3} , xyx‘1y-1 , xzx^{-1}z^{-1} , zyzyzyzy}
これらの作用は hyperelliptic mapping class group の部分群となっている.長谷川
祐介氏 (東京理科大学理工学研究科数学専攻一年) により,次の通りに Dehn twist 表
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FIGURE 14
示が得られている.なお, k は Figure 2における単純閉曲線 c_{k} に沿った Dehn twist
t_{\mathrm{c}_{k}} を表し, \overline{k} は t_{c_{k}}^{-1} を表す.
D2,Ĩ2,5について :
x= (1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7)\cdot(1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6)\cdot(1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5)\cdot(1\cdot 2\cdot 3\cdot 4)\cdot(1\cdot 2\cdot 3)\cdot(1\cdot 2)\cdot 1,
y= 1. 1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6.
\mathbb{Z}_{2} \ltimes (\mathbb{Z}_{2} \times \mathbb{Z}_{8}) について :
x= (2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7)\cdot(2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6)\cdot(2\cdot 3\cdot 4\cdot 5)\cdot(2\cdot 3\cdot 4)\cdot(2\cdot 3)\cdot 2\cdot 7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot\overline{1},
y= 1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot 7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1. (1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7)^{4},
z=\overline{7}\cdot\overline{6}\cdot\overline{5}\cdot\overline{4}\cdot\overline{3}\cdot\overline{2}\cdot\overline{1}.
\mathbb{Z}_{2} \times S4について:
 x=1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot 7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1,
y= 1. (7\cdot 6\cdot \overline{5}\cdot\overline{4}\cdot 3)^{3}\cdot 1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot 7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1,
z=\overline{1}\cdot\overline{2}\cdot\overline{3}\cdot\overline{4}\cdot\overline{3}\cdot(7\cdot 6\cdot\overline{5}\cdot\overline{4}\cdot 3)^{2}\cdot 1\cdot 1\cdot 2\cdot 3\cdot 4\cdot 5\cdot 6\cdot 7\cdot 7\cdot 6\cdot 5\cdot 4\cdot 3\cdot 2\cdot 1.
3. \displaystyle \sum_{3} 上の MAXIMAL ではない有限群作用のリス ト
この節では, $\Sigma$_{3} 上の有限群作用で maximal でないものが,maximal なもののどのよ
うな部分群となっているかをリストアップする.なお,このリストはGAP 4を用いて
構成した.3. \mathrm{x}\mathrm{x} は,[2] の表における有限群作用の名前であり,特に,3. \mathrm{a}\mathrm{t} は PSL_{2}(7)
の作用 (§2. 1), 3. as は S_{3}\ltimes(\mathbb{Z}_{4}\times \mathbb{Z}_{4}) の作用 (§2.2), 3. ao (Broughton の表には無い) は
\mathbb{Z}_{2}\ltimes SL_{2}(3) の作用 (§2.3), 3. \mathrm{a}\mathrm{p} は \mathbb{Z}_{2}\times S_{4} , 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 は \mathbb{Z}_{2}\ltimes(\mathbb{Z}_{2}\times \mathbb{Z}_{8}) , 3. \mathrm{a}\mathrm{h} は D_{2,12,5}
の作用 (§2.4), 3. \mathrm{a}\mathrm{a} は \mathbb{Z}_{14} , 3. \mathrm{t} は \mathbb{Z}_{9} の作用 (§1) を表している.
3xx : 3.\mathrm{y}\mathrm{y}\ni F_{1}=***, F_{2}=***, [\cdots]
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と書かれているのは,3. \mathrm{x}\mathrm{x} が3yy の部分群作用となっており,3yy の生成系の積で
表された F_{1} , 乃が3. \mathrm{x}\mathrm{x} の作用を生成し, [\cdots] は . . . が F_{1} , 乃の間の関係子であるこ
とを意味している.
3.aq : 3. \mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=P, F_{2}=Q^{-2}, [F_{1}^{3}, F_{2}^{4}, F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-\mathrm{i}}, F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}]
3. \mathrm{a}\mathrm{m}.2 : 3. \mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q, F_{2}=PQ^{-1}P, [F_{2}^{2} , FĨ F_{2}F_{1}^{-2}F_{2}F_{1}, F_{1}^{8}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3. \mathrm{a}1 : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=F^{-3}GF^{-2}, F_{2}=FG^{2}F, [F_{1}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{2}^{4}, F_{2}^{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}^{-2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}]
3. \mathrm{a}s\ni F_{1}=QP, F_{2}=PQ^{2}, F_{3}=PQ^{-1}P,
[F_{1}^{2}, F_{3}^{2}, F_{2}^{3}, F_{1}F_{2}F_{3}F_{2}^{-1}, F_{3}F_{1}F_{2}^{-1}F_{3}F_{1}F_{2}^{-1}, F_{3}F_{1}F_{3}F_{1}F_{3}F_{1}]
3.ap \ni F_{1}=yx^{-1} , F_{2}=z , [ F_{1}^{2}, F_{2}^{3} , FFFFFFFFl]
\underline{3.\mathrm{a}\mathrm{k}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=y, F_{2}=z, [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3. \mathrm{a}\mathrm{j} : 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=T, F_{2}=STS^{-1} , [F_{1}^{3}, F_{2}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}]
\underline{3.\mathrm{a}\mathrm{i}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2}=z, F_{3}=yzy^{-1} , [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{3}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{3}F_{1}F_{3}^{-1}F_{1} , FFFF2
3. \mathrm{a}\mathrm{g}: $\ddagger$  3.\mathrm{a}\mathrm{t}F_{1}=F, F_{2}=GF^{-3}G^{-1}FG^{-1} , [F_{2}^{3}, F_{1}F_{2}F_{1}^{-2}F_{2}^{-1} , F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}, F_{1}^{7}]
\underline{3.\mathrm{a}\mathrm{d}.1} : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2}=y, F_{3}=zyz, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{3}F_{1}F_{3}^{-1}F_{1}, F_{3}F_{2}F_{3}F_{2}, F_{3}^{4}]
3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=x, F_{2}=y, F_{3}=z^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{3}^{-1}F_{1}F_{3}^{-1}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{3}F_{2}F_{3}^{-1}F_{2}, F_{3}^{4}]
3. \mathrm{a}\mathrm{d}.2 : 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=S, F_{2}=TST^{-1}, F_{3}=T^{-1}ST, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{3}^{2}, F_{1}F_{3}F_{2}F_{1}F_{2}F_{3}, F_{2}F_{1}F_{3}F_{1}F_{2}F_{3}]
3.\mathrm{a}\mathrm{c}.1 : 3. as \ni F_{1}=Q^{-2}, F_{2}=PQ^{-2}P^{-1} , [F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}, F_{1}^{4}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{a}\mathrm{c}.2 : 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=zx^{-1} , F_{2}=z^{-1}x^{-1}, [F_{2}^{4}, F_{2}^{2}F_{1}^{2}, F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}]
3. \mathrm{a}\mathrm{b}.1 : 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=y, F_{2}=z, [F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{2}^{8}]
3. \mathrm{a}\mathrm{b}.2 : 3. \mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q^{-1}P, F_{2}=Q^{3}P, [F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}, F_{2}^{2}F_{1}^{2}, F_{2}^{8}, F_{1}^{8}]
\underline{3.\mathrm{z}} : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=G^{-1}F^{-1}, F_{2}=F^{-3}GF^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}]
3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=PQ^{2_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}.F_{2}=PQ^{-4}P^{-1}Q^{-2}P^{-1} , [F_{2}^{3}, F_{1}^{3}, F_{2}F_{\mathrm{i}}F_{2}F_{\mathrm{i}}, F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}]
3.ap \ni F_{1}=z, F_{2}=yzy^{-1}, [F_{1}^{3}, F_{2}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3. \mathrm{y} : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2/}=r, F_{3}=yzy^{7^{-1}}y^{-1} , [F_{1}^{2}, F_{3}^{2}, F_{2}^{3}, F_{2}凸凸凸, F_{2}F_{\mathrm{i}}F_{2}^{-1}F_{\mathrm{i}}, F_{3}F_{\mathrm{i}}F_{3}F_{\mathrm{i}} ]
3. \mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=y-2, F_{2}=y^{2}x^{-1}y^{-6}, [F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{1}^{6}]
\underline{3.\mathrm{x}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=yx^{-1} , F_{2}=y^{-1}x^{-1}, [F_{1}^{-2}F_{2}^{2}, F_{1}^{-2}F_{2}^{-2}, F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
\underline{3.\mathrm{v}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=T, F_{2}=STSTS^{-1}, [F_{1}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}, F_{1}F_{2}^{4}]
\underline{3.\mathrm{u}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=y, [F_{1}^{12}]
\underline{3.\mathrm{s}.1} : 3. \mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q^{-1}PQ^{-2}, F_{2}=Q^{-3}P, [F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}F_{1}^{-1}, F_{2}^{4}, F_{2}^{2}F_{1}^{2}, F_{2}^{2}F_{1}^{-2}]
3.so \ni F_{1}=STS^{-1}T^{-1}, F_{2}=ST^{-1}S^{-1}T, [F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}^{-1}, F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}^{-1}]
3. \mathrm{s}.2 : 3. am. 1 \ni F_{1}=z^{-2}y-1 , F_{2}=z^{-2}y^{-1}xz^{2}, [F_{2}^{2}, F_{1}^{4}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
\underline{3.\mathrm{r}.1} : 3. \mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2}=y, F_{3}=zyz^{-1}y^{-1}z,
[F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{3}^{2}, F_{2}F_{3}F_{2}F_{3}, F_{2}F_{\mathrm{i}}F_{2}F_{\mathrm{i}}, F_{3}F_{\mathrm{i}}F_{3}F_{\mathrm{i}}, F_{2}F_{3}F_{\mathrm{i}}乃瑞 F_{\mathrm{i}} ]
3. am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=y, F_{3}=y^{-1} zxzx,
[F_{1}^{2} , F_{2}^{2}, F_{3}^{2} , FFFF3, F_{3}F_{2}F_{3}F_{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1} , F_{2}F_{3}F_{1}F_{2}F_{3}F_{1}]
 $\ddagger$branching indices は (3, 3, 7) と思われる
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\underline{3.\mathrm{r}.2} : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=F^{-1}GF^{-1}GF, F_{2}=GF^{-2}GF^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3.as \ni F_{1}=PQ^{-1}P, F_{2}=PQ^{3}P, [F_{1}^{2}, F_{2}^{4}, F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}]
3.ao \ni F_{1}=TST^{-1}, F_{2}=T^{-1}ST,, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3.am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=yz^{2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{q}.1 (x, x, y^{-1}, y) : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2}=z^{-1}y^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=y, F_{2}=z^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{q}.1 (x, xy^{2}, y, y) : 3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q^{-2}, F_{2}=PQ^{-1}P, [F_{2}^{2}, F_{1}^{4}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}^{-1}]
3. \mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=S, F_{2}=TSTS^{-1}T, [F_{1}^{2}, F_{2}^{4}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}^{-}1]
3. \mathrm{q}.1 (x, y^{2}, xy, y) : 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=yxy, F_{2}=y^{3}, [F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. am. 1 \ni F_{1}=y, F_{2}=y^{-1}xz, [F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{q}.2 : 3. \mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=z^{-1}y^{-1}, F_{2}=zyz^{-1}x^{-1}, [F_{2}^{2}, F_{1}^{4}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3.am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=z^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}, F_{2}^{4}]
3. \mathrm{p} (x^{6}, x, x) : 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=z, [F_{1}^{8}] 3. \mathrm{p}(x^{2}, x, x^{5}) : 3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q^{-1}P, [F_{1}^{8}]
3.0 (x, x, x^{5}) : 3.\mathrm{a}\mathrm{a}\ni F_{1}=x^{6}, [F_{1}^{7}] 3.0(x, x^{2}, x^{4}) : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=F, [F_{1}^{7}]
\underline{3.\mathrm{n}} : 3. \mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=z, F_{2}=yzyz^{-1}y^{-1}, [F_{2}^{2}, F_{1}^{3}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3. \mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=xy^{-2}, F_{2}=xy^{-6}, [F_{2}^{2}, F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
\underline{3.\mathrm{m}} : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=G^{-1}F^{-1} , F_{2}=G^{-1}FG^{-1}F^{3}G^{-1}F, [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=QP, F_{2}=Q^{-1}PQ^{3}P^{-1} , [F_{1}^{2}, F_{2}^{3} , FFFF2]
3. ap \ni F_{1}=z, F_{2}^{1}=yzyz^{-1}y^{-1}x^{-1} , [F_{2}^{2}, F_{1}^{3}, F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}^{-1}]
3. \mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=x, F_{2}=yx^{-1}y^{-1}x, [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}F_{2}^{-1}]
\underline{3.\mathrm{k}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=STST^{-1}S^{-1}TS^{-1}, [F_{1}^{6}]
\underline{3.\mathrm{j}} : 3.ap \ni F_{1}=x, F_{2}=z, [F_{1}^{2}, F_{2}^{3}, F_{2}F_{1}F_{2}^{-1}F_{1}] ; 3.ah \ni F_{1}=y^{-2}, [F_{1}^{6}]
\underline{3.\mathrm{i}.1} : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=F^{-2}GF^{-1}GF^{-3}, [F_{1}^{4}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=Q^{-3}P, [F_{1}^{4}]
3.ao \ni F_{1}=TSTS^{-1}T, [F_{1}^{4}] ; 3.aiii.l \ni F_{1}=yz^{2}, [F_{1}^{4}] ; 3. \mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=xyz, [F_{1}^{4}]
3.i.2 : 3.am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=y, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3.ap \ni F_{1}=yx^{-1}, F_{2}=zyz^{-1}y^{-1}zx^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3. \mathrm{h} (x, x, y, y , xy, xy ) : 3. \mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=G^{-1}F^{-1} , F_{2}=GF^{-2}GF^{-2}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=PQ^{-1}P, F_{2}=Q^{-4} , [F_{1}^{2}, F_{2}^{2} , FFFF2]
3.ao \ni F_{1}=S, F_{2}=TST^{-1}STS^{-1}T^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3.am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=zxzy^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3.ap \ni F_{1}=zyz^{-1}x^{-1}, F_{2}=z^{-1}yz^{-1}y^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3. \mathrm{h}(x, x, y, y, y, y) : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=x, F_{2}=zyz^{-1}y^{-1}zy^{-1}, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3. am. 1 \ni F_{1}=x, F_{2}=zxz, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{1}F_{2}F_{1}F_{2}]
3. \mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=x, F_{2}=yxy, [F_{1}^{2}, F_{2}^{2}, F_{2}F_{1}F_{2}F_{1}]
3. \mathrm{g} : 3.am. 1 \ni F_{1}=z^{-1}x^{-1}, [F_{1}^{4}] ; 3ah \ni F_{1}=y^{3}x^{-1}, [F_{1}^{4}]
3. \mathrm{f}(x, x, x, x) : 3. \mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=PQ^{-2}P^{-1}, [F_{1}^{4}] ;3.ao \ni F_{1}=STSTS^{-1}T, [F_{1}^{4}]
3. \mathrm{f}(x, x, x^{-}1, x^{-}1) : 3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=z^{-1}y^{-1}, [F_{1}^{4}] ; 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{\mathrm{i}}=z^{-2} , [理]
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\underline{3.\mathrm{e}} : 3. \mathrm{a}\mathrm{t} \ni F_{1}=GF^{-2}G^{-1}F^{2}G^{-1}F, [F_{1}^{3}] ; 3.\mathrm{a}s\ni F_{1}=Q^{-1}PQ^{3}P^{-1}, [F_{1}^{3}]
3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=z, [F_{1}^{3}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=yxy^{-1}x^{-1}, [F_{1}^{3}]
\underline{3.\mathrm{d}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=T, [F_{1}^{3}]
\underline{3.\mathrm{c}} : 3. \mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=zyz^{-1}y^{-1}zy^{-1} , [F_{1}^{2}] ; 3.am. 1 \ni F_{1}=y, [F_{1}^{2}]
\underline{3.\mathrm{b}} : 3.\mathrm{a}\mathrm{t}\ni F_{1}=G^{-1}F^{-1}, [F_{1}^{2}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{s}\ni F_{1}=PQ^{-1}PQ^{4}, [F_{1}^{2}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{o}\ni F_{1}=S, [F_{1}^{2}]
3.\mathrm{a}\mathrm{p}\ni F_{1}=xyzyz^{-1}y^{-1}z, [F_{1}^{2}] ; 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=x, [F_{1}^{2}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=x, [F_{1}^{2}]
\underline{3.\mathrm{a}} : 3.ap \ni F_{1}=x, [F_{1}^{2}] ; 3. \mathrm{a}\mathrm{m}.1 \ni F_{1}=zxzx^{-1} , [F_{1}^{2}] ; 3.\mathrm{a}\mathrm{h}\ni F_{1}=yxy, [F_{1}^{2}]
Broughton の表に無いもの \{b, c|b^{2}=c^{4}=1,  bcb=c^{-1}\rangle (order =16 ) の作用
3. as \ni F_{1}=Q^{-}2, F_{2}=PQ^{-1}P, F_{3}=PQ^{3}P,
[F_{2}^{2}, F_{3}^{-1}F_{1}F_{3}^{-1}F_{1}, F_{3}^{4}, F_{3}^{-2}F_{1}^{2}, F_{2}F_{1}^{-1}F_{2}F_{1}, F_{3}F_{2}F_{3}F_{2}]
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